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PREDMLUVA

Po lonské a predlonské kladné zkuSenosti jsem se i tento rok rozhodla vypracovat
soutézni praci v ramci Stiedoskolské odborné ¢innosti. V prubéhu letni skoly
poradané Sdruzenim pro podporu talentované mladeze jsem nacerpala mnoho
inspirace, kreativnich myslenek a zlepSujich navrhu, a proto jsem se rozhodla
radikalné neménit zkoumanou oblast. Vzhledem k stéle rozvijecim se zkuSenostem
z piredchozich praci jsem pristoupila k ponechani nékterych kapitol, jez byly
patiiéné doplnény.

Je mi jiz znamo, jak postupovat pii feSeni této problematiky, jak pracovat

s matematickym textem a jak uplatnit zkusSenosti s praci se softwarem R. Navic
jsem tento rok svou praci zpracovala pomoci softwaru Latex, jehoz nepouziti mi
bylo v minulosti vytykano.

Jako téma prace jsem si opét vybrala téma blizce souvisejici s oborem statistiky,
pficemz jsem mohla vyuzit vlastnich experimentalnich vysledki. Jelikoz se jiz
letos chystam na vysokou skolu se zaméfenim na obor biofyziky, jejiz vyznamnou
soucdsti je prave statistika, shleddvam toto téma i jeho aplikaci za velmi
vyhodnou.

Prace je kvuli prehlednosti ¢lenéna do péti kapitol. Prvni kapitola je vénovéana
nezbytné matematické teorii, z niz vychazeji zédklady této prace SOC. Definice a
nézorné piiklady se zabyvaji pfedevsim maticemi, determinanty a nejruznéjsimi
operacemi s nimi. V druhé kapitole se zaobirdm kompozi¢nimi daty, specialnim
typem mnohorozmérnych dat, uzivanych pro statistickou anylyzu. Tato relativné
nova oblast matematiky je ¢asto slozité interpretovana, proto jsem se pokousela
tuto teorii zpracovat co nejsrozumitelnéji, aby i laik byl schopen porozumeét cilum
této prace. V ramci této kapitoly jsem se dale zabyvala jednou specialni
transformaci (tzv. isometric logratio transformaci, ilr) téchto dat a zpusoby, jak

s nimi dale pracovat. Ve tfeti kapitole se dostavam k ortogondlni regresi, jinak
nazyvané jako metoda totalnich ¢tvercu. Pomoci ni a jejich vyhodnych vlastnosti
jsem posléze vytvorila vhodny model pro regresni analyzu kompozi¢nich dat

s vyuzitim ilr transformace. Ukazalo se totiz, ze metodu nejmensich ¢tvercu, se
kterou jsem pracovala minuly rok, zde neni mozné pouzit. I v této kapitole jsem se
pokousela o nézornost pouzitim jednoduchych ptikladu. Nésledujici kapitola

s nazvem ”Software R” m4 za 1ikol objasnit praci se stejnojmennym statistickym
softwarem. Jsou zde popsany zékladni pracovni ptikazy, jejichz pouziti je ndzorné
predvedeno ve velkém mnozstvi piikladu. Na zaver fesim v této préaci priklad

z realného prostiedi, jez mé ukazat vyhodnost popisované metody.

Touto cestou dékuji panu profesorovi Karlu Hronovi. I letos mi byl ochoten
poskytnout pomoc pfi tvoreni prace. Predevsim opravil chyby, doporucil
literaturu a dal mi moznost diskuze na toto téma. Dale bych chtéla podékovat
panu RNDr. Martinu Kubalovi, Ph.D. z katedry experimentélni fyziky PiF UP,
ktery mi poskytl piilezitost k provedeni experimenti, ¢imz mne nechal nahlédnout
do védeckého prostiedi. Za tuto pomoc jsem velmi vdécéné.



1 MATICOVA ALGEBRA

P1i vypoctu odhadl neznamych parametri v modelu ortogonalni regrese,
uvedeného dale, se nevyhneme préci s maticovymi vyrazy. Proto v této pomocné
kapitole, vyuzivajicich poznatku z prace [4], uvedeme potiebné operace s maticemi
a determinanty a teoretické vysledky budeme prezentovat na vhodnych pirikladech.

1.1 MATICE

Definice 1: (dle [7], str. 157) Matice typu (m, n) je soustava m x n redlnych ¢isel
usporadanych do m tadku a n sloupcu,

aiy, a2, ce. Q1n
a21, G22, c.. Q2n
am1, Gm2, oo Omn

2 j=1,... o .
Cisla (aij )g_l’ " se nazyvaji prvky matice.
=1,...,m

Poznamka 1: (dle [7], str. 157) Matici obvykle oznac¢ujeme velkym tuénym
tiskacim pismenem, napt. A. Chceme-li oznagcit i jeji prvky, piseme

A=(ai))5y s
nebo zkrdcené pouze A=(a;;).
Poznamka 2: Jestlize m=n, pak se matice nazyva ¢tvercovd a n je fad matice A.
Piiklad 1: Piiklady matic jsou

1 5 2 -4 1
A= 8 3 0 |,B=| 3 -2
9 7 6 70

Matice A je typu 3 x 3 a muzeme ji oznacit jako ¢tvercovou matici fadu 3. Matice
B je typu 3 x 2.

Definice 2: Nechf A je ¢tvercova matice, pak prvky ai1, ago, ..., Gnn tvoii hlavni
diagondlu matice A.

Definice 3: (dle [7], str. 158) Nulovd matice libovolného typu (m, n) je matice,
jejiz vsechny prvky jsou rovny nule, znac¢ime ji O.

Jednotkovd matice je ¢tvercova matice, kterd mé prvky hlavni diagondly rovny
jedné a ostatni prvky rovny nule, znac¢ime ji I.

Piiklad 2: (dle [7], str. 158)

(1) (o 7)

Uvedené matice jsou jednotkové matice fddu 1, 2 a 3. Odkud mimo jiné vidime, ze
kazdé realné ¢islo je matici fadu 1.



1.2 DETERMINANTY

Definice 4: Determinantem ctvercové matice A rozumime ¢islo

a1 ai2 .. A1n

ag1 Q92 “. a9
A= ",

an1l aon, e Ann

ve specidlnim ptipadé n = 2, 3 ziskdme det A tzv. Sarrusovym pravidlem.

ailr a2
az1 Qa2

det A = = (a11a22) — (a21a12) pron = 2,

a11 G122 ais
det A = a21 QA22 A23
az1 az2 ass

= (a11022a33 + a21a32a13 + 31012023 )— (A13G22a31 + A21G12a33 + G11a32023) pron = 3.

Poznamka 3: Vypocet det A pro ¢tvercové matice vyssich radu uvadet
nebudeme. Ptislusny algoritmus je implementovan napf. ve statistickém softwaru
R, ktery v této praci pozdéji popiSeme.

Piiklad 3: Vypocitame determinanty (dle [1], str. 281)

6 9
L|g 1g|=72-72=0
100
2.0 1 0|=(0+1+1)=2
00 1
1 2 3
3.4 5 5 |=(45+96+84) — (105 + 72 + 48) = 225 — 225 = 0
7 8 9

Piiklad 4: Vypocitdme determinant det (2A-B) pro matice

1 2 3 9 8 7
A= 4 5 5 |aB=| 6 5 4 |.Potom postupné obdrzime
7 8 9 3 2 1
2 4 6 -7 -4 -1
2A=| 8 10 12 |,2A-B= 2 5 8 |, a konec¢né
14 16 18 11 14 17
-7 -4 -1

2 5 8 |=(—955—1352—28) — (—55 — 616 — 136) — 975 + 807 = —168.
11 14 17



1.3 OPERACE S MATICEMI
Definice 5: (dle [2], str. 30) Souctem dvou matic

aiy, a2, c.. Q1n bi1, bio, oo bip
A—| @2, a2 ... azm | g bat, baa, ... boy
am1, am2, oo Omn bm17 bm27 .o bmn

téhoz typu (m, n) rozumime matici

aiy +bi1, a2 +bi2, ... aip+bin
A+B= a1 +ba1,  age + baa, .. a2y + ban
Am1 + bml; am?2 + bm27 oo Omn + bmn

Piiklad 5: Méjme ddny matice A a B, kde

3 2 4 -1 3 0 2 5 4
A=| 7 -2 —4 | B=| -5 6 5 |.Pak A+B=| 2 5 1
1 5 -1 3 =8 9 4 -3 8

Poznamka 4: S¢itani matic mé vyhodné algebraické vlastnosti. Konkrétné je
asociativni a komutativni. Takze pro matice A, B a C piislusnych rozmeéru plati:
(A4B)+C=A+(B+C) a A+B=B+A, coz lze jednoduse ovéfit i pro matice

z Piikladu 5.

Definice 6: (dle [2], str. 30) Je-li » € R libovolné redlné ¢islo, pak r-ndsobkem
matice A rozumime matici

raii, raig, .. rain

rasy ragg N ras
TA: ) ) n

rami, Tam2, ... TAmnp

Priklad 6: Méjme danu matici A a realné ¢islo r,

1 2 2 4
7“:2,A:(0 3).P0t0m7“A:(0 6)'

Priklad 7: Z Definice 5 a 6 plyne specidlné od¢itani matic. Rozdil matic A, B,
ktery pak oznacujeme A-B, potom definujeme jako A+(-B); poznamenejme, ze
na rozdil od séitdni, odéitani neni komutativni.

Necht jsou tedy zaddny matice A a B,

46 4 3
A‘(1 8)]3‘(2 5)'
0 3

. . 0 -3
Pak A-B( 3 3 > Ovsem B-A( _3 _3 >

Piiklad 8: (dle [10], str. 70) Vypocitdme vyraz 2A+B-3C pro

2 3 -1 5 -5 2 1 -6 42 0 -1
A‘(s 4 0 7)’B_( 110 2 3)’0_( 3 8 —6 4)'



Postupnym rozndsobenim dostaneme
4 6 -2 10 —-12 6 0 -3
2A<16 -8 0 —14>’3C< 9 24 —18 —12 >

-1 8 -1

secteme2A+B:( 17 _18 2 _17

) a nakonec obdrzime

2A+B—SC:( 12 -1 7 )

8§ —42 20 -5

Definice 7: Necht je matice A typu m x n, kde A=(a;;) a B(b;) je matice typu
n X p, m,n,p € R, pak souc¢inem matic A a B nazveme matici C, jejiz ik-ty prvek
dostaneme sou¢inem prvku i-tého fadku matice A a k-tého sloupce matice B.

A to tak, ze

n
Cik Zzaijbjk,iz L....myg=1,....nk=1,...,p. (1)
j=1
Poznamka 5: Vidime tedy, ze matice A a B muzeme nasobit jenom tehdy,
je-li pocet sloupct matice A stejny jako pocet fadku matice B.

Piiklad 9: Necht jsou ddny matice A a B;

1 2 3 4 9 12
A<2 1>,B<3 4).PotomAB<9 12).Pro

0 —6 4 50 -18 —42 -6
A= 5 0 ,B:( s 1)obdriimeAB: 20 -25 0
9 1 -33 —38 1

Poznamka 6: Nésobeni matic je asociativni, tzn. plati vztah (AB)C=A(BC),
déle je nasobeni matic distributivni vzhledem ke s¢itdni, tj. mdame-li dany matice
A, B a C vhodnych rozmért, pak plati vztah A(B+C)=AB+AC. Nasobeni
matic oviem neni komutativni! A to ani v pripadé ¢tvercovych matic, jak si

ukazeme v nasledujicim piikladu.
Piiklad 10: (dle [7], str. 159)
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
6 1 2\ (23 34
8 3 4 ) \ 31 46

1 0 1 00y (10 0
' 0 0 10/ \0 0 /) \1
9 1 2 5 6\ (19 20 5
’ 3 4 7T 8 )\ 43 47 )0\ T
Definice 8: n-rozmérngm vektorem rozumime matici typu n X 1. Potom hovoiime
o tzv. sloupcovém vektoru.

Poznamka 7: U vektoru se neuziva spojeni typ vektoru, ale hovoiime o rozméru
vektoru. Pro oznaceni vektoru se zpravidla uzivaji mald tuéna pismena abecedy.

Priklad 11:



-1
a= 0 | je trojrozmérny (sloupcovy) vektor.
1

Poznamka 8: Muzeme ndsobit i matici vektorem, ale pouze, kdyz jde o matici
typu m z n a o n-rozmérny vektor. Jak ihned plyne z Definice 7. Déle jesté
poznamenejme, ze budeme vSechny vektory uvazovat jako sloupcové

Priklad 12: Vynasobime matici A vektorem a:

1 1 1 4 7
A= 1 0 1 ,a= | 2 |.Pak Aa=| 2
1 2 1 1 4

Definice 9: (dle [7], str. 161) Necht A=(a;;) je matice typu (m, n), pak matice
A’=(aj;) typu (n, m) se nazyvé transponovand matice k matici A.

Poznamka 9: Transponovand matice A’ k matici A vznikne z matice A zdménou
fadku za sloupce, jde tedy (v piipadé ¢tvercové matice) o preklopeni prvku kolem
hlavni diagondly:

aii, a2, ... Qin aii, azi, ... Aami
a1 as92 . a9 ai12 ao92 c. Am?2
A: ’ ’ 13 , AI: ? I m.
amil, Gm2, ... Omn A1n, A2n, ... 0anm

Priklad 13: Vytvoite transponovanou matici k matici A pro:

1 -7 8
1. A= 4 1 2 |]. Pak transponovand matice ma tvar
-5 3 1
1 4 -5
A= -7 1 3
8 2 1
1 -6 9 -2
2. A= —-10 13 0 5 |. Po transpozici obdrzime
5 79 3
1 =10 5
—6 13 7
!
A= 9 0 9
-2 5 3
V3
3. Jestlize mame dan sloupcovy vektor a= 7 , pak jeho transponovanim
6

na a':(\/g, 7, 6) ziskdme vektor radkovy.

Véta 1: Pro operaci transponovani plati

1. (A’) pro kazdou matici A;
2. (AB)'=B’A’, lze-li matice A a B nasobit.



Dukaz: Dukaz druhého tvrzeni lze snadno provést uzitim matematické indukce
(viz [4]). a

Definice 10: (dle [7], str. 167) Ctvercova matice A se nazyvé singuldrni, jestlize
det A = 0.

Definice 11: (dle [7], str. 165) Ctvercova matice A se nazyvé reguldrni, jestlize
k ni existuje matice B tak, ze

AB =BA =1
Matice B se nazyvé inversni matice k matici A a znaci se A1,
Dukazy nésledujicich vét jsou uvedeny v [5]:
Véta 2: Inverzni matice A~! je reguldrni matici A jednoznaéné urcena a plati
(A-H) 7' = A,
Véta 3: Ctvercovd matice A je reguldrni pravé tehdy, kdyz je detA 0.
Poznamka 10: Jinak feceno,
VA, detA£ 0FA: AA = A~TA=L
Véta 4: Pro inverzni matici k sou¢inu matic A, B plati vztah
(AB) ' =B 1AL

Poznamka 11: Vypocet inverzni matice provedeme tzv. Jordanovou elimina¢ni
metodou, kde sepiSseme danou matici v soustavé s jednotkovou matici jako pravou
stranou soustavy (A[I) a vysledek je pak tvofen soustavou (IJA~1). Misto
podrobného popisu algoritmu si jeho pouziti ukdzeme rovnou na ptikladu.

Piiklad 14: Ovéf existenci a uréi matici A~! k matici A, jestlize

2 -1 3
A= 1 —1 1 |]. Nejprve si vypocteme det A.
-3 21
2 -1 3
detA=| 1 -1 1 |=
-3 21
= [(2(=1)1+ 12)3+ (=3)(=2)(=D)] ~ [B(-1)(~3) + 2A-2)2 + +1(~1)1] = ~2

Ten je rtzny od nuly, ¢ili inverzni matice A~! k matici A dle Véty 4 existuje.
Nyni tedy sestavime soustavu matice A s jednotkovou matici I jako pravou
stranou soustavy tj.

2 -1 3|1 00
1 =1 7 |0 1 0 |.Pakpostupnou eliminaci prvka matice A
-3 2 1|0 01

(Gaussovou elimina¢ni metodou) ziskdme tzv. trojihelnikovy tvar matice

2 -1 3 1 0 0 2 -1 3|11 0 0
0 1 7 1 -2 0 ~ 0 1 7 1 —2 0 |. Pokracujeme
0 1 11 13 0 2 0 0 4 ]2 2 2



déle v eliminaci, dokud nevytvofime na levé strané soustavy jednotkovou matici,

2 -1 3] 1 0 0 2—10—?-%_5
0 1 7 1 -2 0 ~| 0 10 -3 —13 -3 ~
0 0 1 % % % 0 0 1 5 % 3
1 00]-3 -1 -3
~ 0 1 _3 _ﬁ _%
S T O
0 0 1 3 3 :
3 _7 _5
7 7’ . _1_ _3 _ﬁ _%
Tedy vyslednad matice A~ = p 5 p
1
2 2 2

Definice 12: (dle [7], str. 167) Ctvercova matice A fadu n se nazyvé symetrickd,

j=1,....,n

jestlize A=A, tj. pro prvky (ai;) matice A plati, ze a;;=a;;.

i=1,...,m
Priklad 15: Matice
1 -2 3 5
— 0 8 —4
A= 3 8 5 9
5 —4 9 3

je symetricka.

1.4 VLASTNI CiSLA A VLASTNI VEKTORY MATIC

Definice 13: Necht je ddna ¢tvercova matice A fddu n. Pak kofeny algebraické
rovnice stupné n (proménné \),

det (A — A\I) =0,
nazyvame vlastni ¢isla matice A, kde I je jednotkovéd matice fadu n.

Priklad 16: Vypocitame vlastni ¢isla matice A,

11
A_( bl )
Nejprve vypocteme determinant

11 1 0 1-X 1
(v (o H
=22+ M =-224+X=0
a obdrzime kvadratickou rovnici, kterou budeme fesit standartnim zptisobem:

tedy A(—2+ X) =0, =0V A = 2, jsou vlastn{ ¢isla matice A.
Definice 14: (dle [7], str. 168) Necht A=(a;;) je ¢tvercovd matice fadu n.

Nenulovy vektor x se nazyva vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢éislu A,
jestlize plati

Ax = )Xx
pro néjaké (redlné nebo komplexni) vlastni ¢islo .
Poznamka 12: Pro pozdgjsi pouziti si povSimnéme, ze soustavu linedrnich
rovnic, napf.

10



20 — 3y = —1,
-T_y:_4,

muzeme také zapsat pomoci matice a vektoru jako
2 -3 z\ _ ([ -1
1 -1 y )]\ -4 )"
Takto tedy muzeme kazdou soustavu linedrnich rovnic zapsat maticoveé.
Véta 5: Necht )\g je vlastn{ &fslo matice A, které nenf ndsobné (tzv. jednoduchy
koten), potom jediny vlastni vektor matice A, piislusny vlastnimu éislu Ao

nalezneme Fesenim soustavy linedrnich rovnic zapsané maticové: (A — AoI)x = 0,

0
kde 0 = : je nulovy vektor.
0

Tato soustava je pro n=2 a X:( il
2

) ve tvaru

(a11 — o) z1 + a1222 = 0,
a2121 + ((122 - /\0) To = 0.

Poznamka 13: Opravdu, rozepsanim
a1 — Ao 12 T _ 0
as1 a2z — Ao ) 0

(@11 — o) z1 + a1222 = 0,
a2121 + ((122 - /\0) To = 0.

dostaneme

Poznamka 14: Ziskany vektor (feSeni soustavy rovnic) x md pak o¢ekdvanou
vlastnost
Ax = Mox.

Priklad 17: Vypocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A

2 -6 1 0
a)A—( 1 3),potomI—(0 1)&

det (A — \I) = 2:3 ;ﬁA ‘:(2—)\)(3—)\)—6:(6+)\2—2)\—3)\—6 =

=(A2 =5X) A2 =5\ =0 = A\; =0V Ay = 5. Napiiklad, pro A = 5 odbrzime
soustavu linedarnich rovnic

(275>$1*6$2:0,
7$1+(3*5)$2:0.

Takto ziskanou soustavu rovnic fesime standartnim postupem, pficemz kofeny x
a Ty jsou

r1 = —2x5 N 29 = t, tedy
I :72t/\$2 :t,tGR,

11



kde t je redlny parametr. Zvolime napi. t = —1 dostaneme vlastni vektor

s P 2 .
prislusny vlastnimu ¢islu A=>5, x= 1) Pro kontrolu dosadime do vzorce dle
Poznamky 14, coz ovéiime tak, ze porovname levou a pravou stranu rovnosti

Ax = \x.

2 —6 2 10 2
L_(g 3)(1)—(5),1)—5(1),dohromadyL—P

7 toho vyplyva, ze vlastni vektor matice A pirislusny vlastnimu ¢islu rovnému 5 je

(az na nenulovy nasobek) vskutku x< _2 ) .

1
b)

(2 =3 1 2=X =2 2 42
A_(1 2).Pak|A—)\I|_’ 1 2/\‘—)\ —44+3=X -1
Polozime rovno nule a ziskdme A\; = 1V Ao = —1. Napiiklad, pro A=1, dostaneme

soustavu

.1’1—3.1’2:0
561731'2:0,

s feSenim a volbou parametru

xr1 = 3$2,
T =

tedy

$1:3t
o =t,t € R.

Napftiklad pro t = 2 ziskdme x:( g )

Dosazenim do Ax=M\x ovérme

2 -3 6\ (6 _q 6
1 =2 2 )\ 2 ) 2
A7 na nasobek je tedy vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu ¢islu A = 1

T n X = 6
ove = 9 .

12



2 KOMPOZICNI DATA

V této kapitole se seznamime se specidlnim druhem mnohorozmérnych dat
(vektort), jejichz vyzkum v soucasné dobé prochézi velkym rozvojem, s ¢etnymi
aplikacemi od geologie az po archeologii a sociologii. Uvedeme si stru¢né jejich
vlastnosti véetné specialni transformace, které nam pozdéji pro tato data umozni
vypocet regresni primky metodou tzv. ortogonélni regrese.

Sloupcovy vektor x = (z1,...,x D)/ nazveme D - slozkovou kompozici, jestlize
v8echny jeho slozky jsou kladnd redlna ¢isla nesouci pouze relativni informaci, coz
znamenad, ze piislusnd informace je osazena pouze v podilech mezi slozkami
kompozice. Jinak feceno, jestlize ¢ je kladné realné ¢islo, pak kompozice
(z1,...,zp) a (cz1,...,czp) nidm sdéluji v podstaté shodnou informaci. Jednou
z nejsnazsich cest, jak nasledné pracovat s vektory kompozi¢nich dat, je
prezentovat je v jejich tzv. uzaviené formé, tj. jako kladné vektory, jejichz soucet
slozek je roven konstanté k (tato konstanta je nejéastéji volena rovna 1 nebo 100
v piipadé interpretace slozek kompozic jako procentualnich podilt néjakého
celku). Déle v této praci budeme uvazovat kompozice se souctem slozek 1, tedy

D
X = (xl,...,xp)/,aci >0,Zl‘i:1.
=1

Prevedeme-li kompozice (kompozién{ data) s danym souétem slozek do grafické
podoby v D-rozmérném redlném prostoru, vytvor{ v ném tato data (D-1) -
rozmérnou podmnozinu v tomto prostoru. Tuto podmnozinu nazyvame simplex
(znaéfme SP). Simplex je tedy mnozina viech kompozi¢nich dat se souétem #,
respektive 1.

Poznamka 15: V nasem piipadé budeme nejcastéji uvazovat pouze trojrozmérny
prostor, a tedy 3-rozmérna kompozicni data.

V piipadé trojrozmérnych kompoziénich dat mtuzeme totiz s vyhodou vyuzit jejich
specificky charakter a zobrazit je v tzv. ternarnim diagramu. Ternarni diagram je
graf podoby rovnostranného trojihelniku, jehoz vrcholy A, B, C maji nasledujici

soutfadnice v prostoru:

A [1,0,0], B [0,1,0], C [0,0, 1].

Vnitini body tohoto trojuhelniku potom odpovidaji jednotlivym kompozicim.
Nésledné méjme dén vnitini bod P se soufadnicemi [p,, py, pc], kde p, je
vzdalenost bodu P od protéjsi strany vrcholu A, p, vzdalenost bodu P od protéjsi
strany vrcholu B a analogicky pro p.. Potom tedy P odpovida néjaké kompozici x
se slozkami pg, py, Pec.

Jak plyne jiz z definice kompozi¢nich dat, nelze s nimi bohuzel pracovat jako
s oby¢ejnymi vektory. Proto byly zavedeny operace odpovidajici jejich charakteru.

2.1 OPERACE NA SIMPLEXU

U kompozi¢énich dat nelze uzit klasické s¢itani vektort ani ndsobeni vektoru
redlnym &islem, nebot vyslednym vektorem by nemusela byt opét kompozice.
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Proto se pod souhrnym nazvem tzv. Aitchisonova geometrie na simplexu zavadi
specialni operace, perturbace a mocninné transformace, které jiz tuto vlastnost
maji (viz. [9]).

1. perturbace: Méjme dény kompozice x=(z1,...,zp) a y=(y1,...,yp) .
Pak perturbaci kompozic x a y vypoc¢itdme pomoci vztahu

i
X@y _ T1Y1 TpDYD
STy Y Ty

Perturbace je analogii sou¢tu dvou vektoru v redlném prostoru.

Pro perturbaci kompozic odpovidajicich rozméru plati:

(a) komutativn{ zdkon:
XOy=yo>dx

(b) asociativni zdkon:
xey)oz=x5(yo2)

. » v ’ . . /
2. mocninnd transformace: Mé&jme ddnu kompozici x=(x1,...,2p) a
redlné ¢islo a € R. Potom je mocninnd transformace definovana jako

!
iy ¢
a@x:( Dl PERREE DD a) ,a € R.
2z T D1 T

Mocninna transformace je analogii ndsobku vektoru &islem.
Pro kompozice x, y ptislusného rozméru a realna ¢isla o, 3 plati:

1. asociativni zdkon:
aoBox)=(a pB)oOx

2. distributivni zdkon vzhledem ke séitani:

a®(xdy)=(0x)®(a0y)
(a+B)ox=(aox)®(BOX).

V piipadé trojslozkovych kompozic potom obdrzime vysledek vyse uvedenych
operaci pro kompozice x=(z1, x2,3)" a y=(y1,v2,3) ve tvaru:

X@y = < T1Y1 ZT2Y2 xr3Y3 >I
T1Y1 + T2y + T3ys T1y1 + TaYz + Tays T1y1 + Taye + T3ysz )

) z§ g ’
aOx= (¢ + 2§ +28) (2§ + 25 + 29)" (28 + 25 + 25)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
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Piiklad 18: Méjme dany kompozice x=(0,2;0,5;0,3)" a y=(0,15;0,45;0,4)".
Ziejmeé soucet slozek slozek obou z nich je roven 1 a mohou tak reprezentovat
napi. procentudlni zastoupeni prvku v horniné. Pak perturbaci téchto kompozic
urc¢ime takto pomoci vyse uvedeného vztahu:

x®y < T1Y1 €T2Y2 r3Y3 >/ _
T1Y1 + Toy2 + T3ys T1Y1 + Tayz + Tays T1y1 + Taye + T3ys

B 0,2%0,15 0,5% 0,45
T \0,2%0,15+0,5%0,454+0,3% 0,4 0,2%0,15+0,5% 0,45+ 0,3 % 0,4’
0,3%0,4 "
70,2%0,15+0,5%0,45+0,3%0,4)

_(0,03 0,225 0,12

/
— . . 2y
0,375 0,375’ 0,375) (0,08;0,6;0,32)

Vyslednd kompozice je tedy x®y=(0, 08;0, 6; 0.32)'. Lze snadno ovéfit, ze soucet
jejich slozek je opét 1.

Piiklad 19: Mé&jme déno &fslo a = 2 a kompozici x=(0, 35; 0, 23; 0, 42)". Nasledné
ur¢ime mocninou transformaci o ® x jako:

2 2 2 /
- Ty Ty 3 .
20x= w24t a2l
1 2 3 1 2 3 1 2 3

B 0,352 0,232 0,422 "
00,352+ 0,232+ 0,422° 0,352 + 0,232+ 0,4227 0,352 + 0,232 + 0,422 ]

= (0,348;0,150;0,502)’.
Vyslednd kompozice je a®x= (0, 348;0,150; 0, 502)/.

2.2 TRANSFORMACE DAT

Pouziti standartnich statistickych metod na zpracovani kompozi¢nich dat vede
zpravidla k zavadéjicim a nesmyslnym vysledkiim, protoze kompozice se nachézeji
na simplexu, zatimco vétsina statistickych metod piedpokladd (vicerozmeérny)
realny prostor. Tento problém fesf skupina tzv. logratio transformaci z S”
prostoru do (D-1) - rozmérného redlného prostoru. V nasem piipadé se blize
budeme zabyvat pouze tzv. isometric logratio transformaci (zkrdcené ilr).

Poznamenejme, ze v této kapitole se pridrzime puvodniho anglického nazvoslovi,
protoze jejich ¢eské ekvivalenty jesté nejsou ustaleny a jejich pouziti by mohlo
vést k nedorozumnénim.

Poznamka 16: Protoze dale budeme pracovat jen s trojrozmérnymi
kompozicemi, jsou jiz tomuto uzpusobeny obecné rovnice pro ilr transformaci.
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2.2.1 ISOMETRIC LOGRATIO (ILR) TRANSFORMACE

IIr transformace ndm umoziuje pracovat s transformovanymi kompozicemi jako

s obyCejnymi vektory v roviné a mé i dalsi vyhodné vlastnosti, co se Aitchisonovy
geometrie tyce. Vysledkem pro libovolnou kompozici x z trojrozmérného simplexu
(S?) bude rovinny vektor z € R2. Jedn4 se vlastné o transformaci z podmnoziny
trojrozmérného prostoru (simplexu S?) do dvojrozmérného prostoru, tedy

z prostoru do roviny.

Transformaéni vzorce jsou nejcastéji uvadény jako

2 \/
I,zlzilnﬁ,zgzﬁln ,731,732-
2 To 3 I3

ilr (x) =z = (21, 22)

Inverzn{ transformaci ilr, oznacenou ilr !, kterou vysledné rovinné vektory
zobrazime zpét do simplexu, ziskdme vyuzitim nésledujicich vztahu, které
vyuzivaji hlubsich teoretickych poznatku o skupiné logratio transformaci. Takto
tedy pro z € R? obdrzime kompozici x = (1, 72, 1;3)/, kde slozky x1, 22,3 jsou
dény vztahy

= exp (y1)

exp (y1) + exp (y2) + exp (y3)’
2y — exp (y2)

exp (y1) + exp (y2) + exp (y3)’
. exp (y3)

~exp(y1) + exp (y2) + exp (y3)’

do kterych dosadime nésledujici vyrazy

21\/5 6

y1 = B) +?Z2;
V6 V2
Y2 ?sz 221,
V6
ysf*?zz

Jak jiz bylo naznageno, plati ziejmé pro kompozice x1,x2 € R? a jejich
transformace z; = ilr (x1), z2 = ilr (x2) ndsledujici vztahy:
ilr (Xl D XQ) =ilr (Xl) + ilr (XQ) =7z + Zs,
ilr (c ®xg) =cilr (x1) =¢- 2.

Pii vypoctech s kompozi¢nimi daty lze tedy tato data nejprve transformovat ilr
transformaci, provést analyzu (napf. statistické vypocty), vysledky tranformovat
zpét a nasledné jiz provést jejich interpretaci pfimo na simplexu.
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Priiklad 20: V tomto piikladu se nejprve pokusime zadané vektory transformovat
ilr transformaci, urcit jejich prumeér a nasledné vysledek zobrazit zpét a
interpretovat na simlexu. Méjme tedy ddny kompozice x; = (0, 27;0, 30;0,43)
xo = (0,15;0,54;0,31) a x3 = (0,62;0,26;0,12)". Podle vyse uvedenych vztaht
provedeme ilr transformaci pro vSechny zadané vektory:

!/
)

ilrxy =z = (211, 212)I;

\/§ T11 \/§ 0,27

211 = 7111— =—In

T12 2 0,3

= —0,075;

v/ 6. 0,27%0,3
210 = @ p vtz i]n’i*’ = —0,337.
3 13 3 0,43

il xo = 2z = (221, 222)/,

\/5 Z21 \/5 0,15
S fd M fnf Mt -
291 5 nz22 5 nO7 5 0,906;

\/_ \/L21X22 \/6'1 \/0,15*0,54
n-—m——=—"M—7 =

222 = —

6
-0, 070.
3 To3 3 0,31 ’

ilrxg =23 = (231, 232)I;

\/5 31 \/5 0,62
S e P S e f P A O S
= s = ringog = 0,615
\/_

239 = ?61117@ = glni\/w =0, 986.

Takto obdrzime transformovana kompozi¢ni data v dvojrozmérném prostoru jako
vektory

z1 = (—0,075; —0,337)" zo = (—0,906; —0,070)" z3 = (0, 615; 0, 986)’

Nésledné uréime prumeér téchto transformovanych dat, a to zprumeérovanim
piislusnych slozek. Tento vznikly rovinny vektor oznacime z, tedy

_ 1

z= g(zl+22+23);
Z = (—0,112; 0,193) a budeme jej ddle transformovat zpét na simplex.
Uzitim pFislusnych vztaht provedeme inverzni ilr transformaci

c=ilr (z):

P 2 6
Y1 = zlg 4 zzg = (—0,112) % +0, 193% =0,004;

5 5
Yo = 22§ . zlg —0, 193? 40, 112% —0,158;

6 6
ys = —@% = (—0,193) % = —0,157.
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Vysledné hodnoty dosadime do vztahu pro slozky 1, x2, x3 kompozice c, které
jsme uvedli v této kapitole.

o — exp (y1) _ 1,004 _0.33;
exp (y1) +exp (y2) +exp(y3) 3,03

2y — exp (y2) _L17 0, 30:
exp (y1) +exp (y2) +exp (y3) 3,03

s — exp (y3) _ 0,855 0,98,
exp (y1) +exp (y2) +exp(y3) 3,03

Obdrzena kompozice ¢ se nazyva centrum a odpovida prumeérné kompozici
vzhledem k Aitchisonové geometrii

c = (0,33; 0,39; 0,28).

Poznamenejme, ze vzhledem k vlastnostem ilr transformace je

c= % © (21 ® x2 ® x3) a vypocet jsme tak v tomto pripadé mohli provést i ptimo
na simplexu. U vétsiny statistickych metod (véetné déle uvedené metody) je
ovsem transformace kompozic nutnou soucasti analyzy.

Pro ovéfeni numerické spravnosti provedeme zpétnou transformaci i u rovinnych
vektoru z1, Zo, Z3.

il (z1) = (—0,075; —0,337),

5 6 3 6
Y11 = zué + zu% — (~0,075) % - 0,337% — —0,190;

6 3 6 5
Yo = LYo z11§ — (—0,337) % + 0,075§ — —0,085;

6
6 6
Yr3 = Y8 0 537Y8 g s,
3 3
0,82
v = P (yn1) 82T o7,
exp (y11) + exp (y12) + exp (ylg) 3,062
0,427
T12 = exp (v12) - =0, 30;
exp (y11) + exp (y12) + exp (ylg) 3,062
1,317
15 = P (412) =0,43;
oxp (y11) + exp (y12) + exp (y13) 3,062
ilr ™! (z2) = (—0,906; —0,07),
2 6 2 6
yor = o V2 4 V6 (~0,906) V2 0,07£ — —0,670;

2 6 2 6
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6 2 6 2
Yoz = VO V2 (—0,07) Ve, 0,906£ —0,612;
6 2 6 2
6 6
Yoz = — 299~ = (0,07) % —0,057.
- exp (y21) _ 0,612 0.15;
exp (y21) + exp (y22) +exp (y23) 3,41
1,844
Loy = exp (y22) _ D — 0,54
exp (y21) + exp (y22) +exp (y23) 3,41
1
ag = P (922) = LYy g,
exp (y21) + exp (y22) +exp (ya3) 3,412
ilr™* (z3) = (0,615; 0,986),
2 6 P 6
ya1 = V2L,V 0, 6152 1 0, 086 Y0 _ 0, 84;
2 6 2 6
6 P 6 2
var = 7228 2 Y2 _ 0,086 Y8 _0.0,615Y2 = _0, 032
6 2 6 2
6 6
Ya3 = —z32% - —0,986% — —0,08.
2,31
- exp (ya1) _ 2,316 _ 0.62:
exp (ys1) +exp (y32) +exp(ys3) 3,734
Ly = exp (ys2) _ 0,969 ~0.26:
exp (ys1) +exp (y32) +exp(ys3) 3,734
44
Ta3 = ep (v33) kT
exp (ys31) +exp (ys2) +exp (y33) 3,734

Obdrzenim puvodnich kompozic x1, X2, X3 je ovéieni tispésné dokoncené.
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3 ORTOGONALNI REGRESE A
KOMPOZICNI DATA

Pii feSeni praktickych loh v roviné se ¢asto dostdvame do situace, kdy chceme
danymi daty prolozit pfimku (¢i obecné jinou kiivku), kterd tato data co nejlépe
charakterizuje. Jinak fe¢eno, odhadnout neznamé parametry primky, kterou
prolozime data a to ve smyslu, ktery je v dané situaci nejvhodné;jsi. Pro odhad
neznamych parametru lze uzit napiiklad tzv. metodu nejmensich ¢tvercu (viz [4]),
kterd ovSem neni vhodnd v situacich, kdy jsou rovinna data vysledkem méreni

s moznosti chyb v obou slozkach. V takové situaci je dobré uzit tzv. ortogonélni
regresi (metodu totélnich ¢tvercu). Pl uréovani ptimky metodou totdlnich
¢tvercu se snazime minimalizovat soucet druhych mocnin (neboli ¢tvercu)
vzdalenosti rovinnych dat od odhadované piimky. Pfi vypoctech vyznamné
vyuzijeme vlastnosti maticové algebry, kterou jsme popsali v prvni kapitole.

V piipadé trojrozmérnych kompozi¢nich dat uvedena situace vznikd, kdyz chceme
tato data na simplexu prolozit kiivkou, kterd je co nejlépe charakterizuje. Jestlize
totiz transformujeme trojrozmérnd data pomoci ilr transformace, obdrzime pravé
dvojrozmérnd rovinna data.

Ilr transformaci n trojslozkovych kompozic x1, . ..,x, ziskdme datovou matici
(a1,as) tvoienou sloupcovymi vektory aj,aq, v jejichz fddcich budou
transformované kompozice z1, ..., 2z, a ozna¢ime matici X = (1,,a;), kde 1,, je
n-rozmérny vektor ¢isel 1. Pro tuto matici rovnéz piredpoklddame, ze pocet fadku
je vétsi nebo roven poctu sloupcu této matice. V piipadé trojrozmérnych
kompozi¢nich dat pak tedy musi platit n > 2.

Nésledné zvolime matici A= (X, az), pro kterou plati, ze pocet fadku je vétsi nez
pocet sloupcu této matice. Potom vztah pro vypocet odhadu neznamych
parametru B metodou ortogondlni regrese je dana jako

B = (X'X - M)~ X'ay,

kde Ag je nejmensi vlastni ¢islo (symetrické) matice A’A (viz. [6]).

Piiklad 21: Méjme dédny kompozice dle piikladu 20. Tzn.
x; = (0,27;0,30;0,43), x5 = (0,15;0,54;0,31) a x3 = (0,62;0,26;0,12)".

Poznamka 17: Pro urceni vlastnich ¢isel, které je v nasledujicim piikladu nutné,
byl uzit statstického softwaru R, jimz se podrobnéji zabyva néasledujici kapitola.

Transformaci téchto kompozic ziskdame data v dvojrozmérném prostoru se
soufadnicemi

z1 = (—0,075; —0, 337) 2o = (—0,906; —0,070) z3 = (0, 615; 0, 986)

-0,075 —0,337
Nejprve vytvoiime datovou matici (aj,as) = —0,906 —0,070
0,615 0,986
Dale vytvofime matici X,
1 —0,075
X=|1 -0,9006 |,
1 0,615
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a matici A, pro kterou ndsledné vytvorime A’A,

1 -0,075 -0,337 3 —0,336 0,579
A=|1 -0,906 —0,070 |, A’A=| —-0,336 1,205 0,695
1 0,615 0,986 0,579 0,695 1,091

Pomoci softwaru R urcime vlastni ¢isla matice A’A. Tato &isla jsou
A1 =3,178 Ay = 1,835 A3 = 0,283

pricemz pro na8i dalsi praci je dulezité pouze vlastni ¢islo As.

Pak dosazenim do vztahu pro odhad nezndmych parametrit 8 ziskdme

-1

1 —0,075
B = ( 1 1 1) 1 —0,906 —0,283(1 0) *

—0,075  —0,906 0,615 1 0615 01
*< 1 1 1 ) :g’g% _ < 0,332 >
—0,075 —0,906 0,615 0,986 0,886

tedy odhady neznamych parametru jsou

s (B _ [ 0332
5= )= (o )

Piitom Bl je odhad absolutniho ¢lenu regresni piimky a Bg parametru u
linearniho ¢lenu této primky. Nasledné jsme schopni zapsat obecnou rovnici této
ptimky. Tato obecna rovnice je y — 0,886z — 0,332 = 0, kde z a y jsou souiadnice
v rovine.

Uréime rovnéz aproximace rovinnych bodua z1, z2, z3 pomoci regresni piimky,
kterou jsme ziskali metodou ortogonalni regrese, jejich kolmou projekei na
uvedenou pfimku.

Urcit tyto projekce znamend tesit vzdy soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou
neznamych, kde jednou z téchto rovnic je obecnd rovnice regresni piimky a
druhou je obecna rovnice kolmice prochazejici danym bodem. V tomto pripadé
pro transformovanou kompozici z; to znamena fesit soustavu

—0,8862 4y — 0,332 = 0,
z + 0,886y — 0,030 = 0,

jejiz vysledkem je bod z; o soutadnicich [—0, 148;0, 201].

Pro transformovanou kompozici z; mé druha z rovnic tvar = + 0,886y — 0, 733.
Vysledkem aproximace je bod Zs se souradnicemi [0, 246; 0, 550).

Pro z3 je obecna rovnice kolmice ve tvaru x + 0,886y + 0,441. Jako aproximaci
ziskdme bod 23 se souradnicemi [—0,337;0,033]. Takto obdrzené aproximace

mohou byt po transformaci zpét na simplex zakladem pro dalsi analyzu.

Spoctéme jesté nakonec vzdélenosti transformovanych kompozic z1, z2, z3 od
svych aproximaci.

21



Napf. pro z; [0, 148; 0, 201]

)21 = ﬂI‘_l (Zl)i

2 6 2 6
Y11 = 21£ + zQ£ = (—0,148) v2 + 0,201£ = —0,023;
2 6 2 6
6 2 6 2
Y12 = LYo V2 0,201£ 40, 148 Y2 _ 0, 187;
6 2 6 2
6 6
Y13 = *Z2£ =—(0,201) £ = —0,164;
3 3
- exp (y1) _ 0,977 0.322:
exp (y1) +exp (y2) +exp (y3) 3,032
1,2
1y = exXp (y2) _ L2064 g
exp (y1) +exp (y2) +exp (y3) 3,032
4
13 = exXp (y3) _ 0848 og0:
exp (y1) +exp (y2) +exp (y3) 3,032

Vysledné aproximace X3 kompozice x; mé slozky [0, 322; 0, 398;0,280]. U dalsich
aproximovanych kompozic postupujeme analogicky, pficemz ziskdme slozky

[0, 469; 0, 331; 0, 200] a [0,261;0,421;0, 318].

Vzdélenost bodu od regresni pfimky je ddna obecnym vztahem

lapy +bp2 + ¢
Vaz ¥z

kde bod P ma soutadnice p1, p2 a pfimka je ddna obecnou rovnici ve tvaru
ax + by + ¢ = 0. Po dosazeni ziskdme pro vzdalenost z; od své aproximace z; na
regresni piimce

|Ap| =

|(—0,148) (—0,886) + (0,201) -1 — 0,332 _ 1,28-10~*
V/(=0,148)° + (0,201)? 1,506

=5,128-107%.

Vyslednd vzdalenost bodu zs od 22 je pak 0,452. Vzdélenost z3 od regresni
piimky je 1,24 -1073.
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4 SOFTWARE R

Pro tspésné teseni kazdého rozsdhlejsiho numerického problému je zapotiebi uzit
odpovidajici software. Vzhledem ke kladnym zkuSenostem z minulosti je v této
praci opét pouzit statisticky software R, pficemz byly vybrany a doplnény

VVVVV

R provédi sirokou 8kélu statistickych (linedrn{ a nelinedrni modelovani, klasické
statistické testy, analyzy,...) a grafickych operaci. Jeho nespornou vyhodnou je,

podpora pod systémy Windows, Unixem, MacOS ¢i vSemi verzemi Linuxu; je
rovnéz lehce §ifitelny, piizpusobivy. Ziskat jej muzeme na www.r-project.org .

Je na misté zminit i jeho nevyhody, ovSsem nutno podotknout, Ze jich neni mnoho.
Uved'me tedy, Ze dokdze jen pomalu, nebo viibec pracovat s velkym objemem dat

vevs

Nyni Vam predkladdame komentované piiklady pocetnich operaci, které jsme
posléze pouzili pfi feSeni naseho numerického problému.

Vétsi mnozstvi piikazu lze ziskat na [8].
Zadani objektt

Jednotlivym objektum je mozné prifadit ur¢itou hodnotu pouzitim symbolu < a -
pravé v tomto potfadi ¢i symbolem =. Pficemz zadanim objektu zjistime jeho
hodnotu.

Poznamka 18: Jelikoz tento program rozlisuje velkd a mald pismena, musime
tedy rozliSovat napt. x a X.

Piiklad 22: Pritadime a hodnotu 14 a ovéiime vypsanim

>a=14
> a
[1] 14

Poznamka 19: V tomto programu se pfi souc¢tu uziva stejnd symbolika, a to +. U
operaci jako je s¢itani, od¢itani a nasobeni jsou znaménka stejnd, ale pii déleni se
nepouziva :, nybrz /.

Piiklad 23: Vypocitdme hodnotu souc¢tu x+X pro hodnoty x =5 a X = 1/2.

>x=5

>X=1/2

>x+X

[1] 5.5

Hodnota tohoto vyrazu je tedy 5,5.

Pi#iklad 24: Vypocitdme vyraz a+A-b-B/C+c, pro hodnoty a = 2, A =6, b =
1/7,B=7,¢=5,C=15.

>a=2
>A=6
>b=/7
>B=7
>c=25
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>C=15

>a+A—b—B/c+C

[1] 21.45714

Hodnota tohoto vyrazu je ptiblizné 21,45714.

Poznamka 20: Jiz existujici objekt 1ze smazat piikazem 1s (objekt, ktery ma
byt smazéan).

Matice a vektory
Matice i vektory v tomto programu jsou zdkladnimi datovymi strukturami.
Vektory

Vektor vytvoiime z ¢isel pomoci pifkazu b < —c(1,2,3,4,5), kde b je oznaeni
vektoru a hodnoty v zavorce jsou jednotlivé prvky vektoru.

Priiklad 25: Vytvoiime vektor a, jehoz prvky budou 1, 9, 4, 6

>a=c(1,9,4,6)
>a
[11 19 46

Matice

V R je mozné matice tvotit dvéma zakladnimi zpusoby:

- vytvoreni matice pomoci sloupcu piikazem A=cbind(c,(1,10),c(77,2)), kde
A je oznaceni matice, c je oznaceni kazdého sloupce a v zavorce jsou uvedené
jednotlivé prvky sloupcu matice A.

Priklad 26: Vytvotfeni matice B pomoci sloupcu

> A = rbind(c(1,2,3,4,5),c(5,6,7,8,9),c(9,8,7,6,5),c(4,1,2,5,6),
c(7,4,1,2,5))

> A
L1 L2l 3] L4 [3]
L] 1 2 3 4 5
2] 5 6 7 8 9
8] 9 8 7 6 5
4] 4 1 2 5 6
] 7 4 1 2 5

- Matici je také mozné vytvorit pomoci radku prikazem
B=rbind(c(5,7),c(6,8)), kde c je oznaceni jednotlivych fadku matice B a
v zévorce jsou jednotlivé prvky fadka matice B.

Priklad 27: Vytvofeni matice A pomoci Fadki

> B = cbind(c(1,2,3,4,5),c(5,6,7,8,9),¢(9,8,7,6,5),c(4,1,2,5,6),
c(7,4,1,2,5))
> B
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Lze téz vypsat také pouze urcity radek matice A piikazem A[¢islo Fadku , ]
popiipadé je mozné vypsat pouze urcity sloupec, a to prikazem A[, €islo
sloupce].

Poznamka 21: Matici muzeme také vytvorit pomoci piikazu matrix, kde pomoci
parametru nrow a ncol preddefinujeme pocet radku, respektive sloupcu této
matice.

Operace s maticemi

Jak jsme jiz uvedli v prvni kapitole, je mozno s maticemi dale pracovat. Project R
nabizi efektivni zjednoduseni téchto casto slozitych algoritmu. Proto zde uvedeme
formou komentovanych ptikladu nékteré piikazy, jejichz uziti jsme se této praci
nevyhnuli.

Skaldrni ndsobek matice (tj. ndsobek matice redlnym ¢islem) lze jednoduse
provést pomoci * jako symbolu soucinu.

Priklad 28: Piiklad vypoctu skaldarniho ndsobku matice
> A = cbind(c(—2,4,9),c(20,—1,4),c(5,9,4))

>b=5
>Z=DbxA
> 7
L1 [2] [,3]
[1,] —-10 100 25
(2,] 20 -5 45
(3, ] 45 20 20
Priklad 29: Secteme matici B s toutéz matici
> B
L L2 L3 4]
L] 1 0 -1 2
2] 8 2 1 -1
3,] -4 5 2 3
>7Z=B+B
> 7
L L2 L3 4]
[1,] 2 0 -2 4
2] 16 4 2 -2
3,] -8 10 4 6

Tento program umoziuje snadné ndsobeni matic (nesmime opomenout fakt, ze
pocet sloupcu prvni matice se musi rovnat poc¢tu fadka druhé matice; viz.
predchozi kapitola). Pro tento ptikaz je nutné pouzit % jako oddélova¢ znaménka
pocetni operace.

Priklad 30: Vynasobime matice A a B

> A = cbind(c(5,3),¢(9,5),c(1,4))
> B = cbind(c(2,5,3),c(1,2,9))

> A% * %B
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(1] [2]
[1,] 58 32
[2,] 43 49

Transpozici matice uré¢ime pomoci ptrikazu t (oznateni matice)

Piiklad 31: Transponujeme matici X

£ (X)

> X = cbind(c(2,3,4),¢(9,8,7),c(5,6,1))
(1 (2] [3]

(1,] 2 9 5

2] 3 8 6

3,] 4 7 1

t(X)

1] 2 3 4

2] 9 8 7

3] 5 6 1

Pro urceni inverzni matice v softwaru R uzivame piikaz solve (nazev matice)
Priiklad 32: Urcime inverzni matici k matici W
> W = cbind(c(2,3,4),¢(9,8,7),c(5,6,1))
[, 1] [, 2] [, 3]
[1,] —0.5151515  0.3939394  0.21212121

2, ] 0.3181818 —0.2727273  0.04545455
[3,] —0.1666667  0.3333333 —0.16666667

> solve(W)

Piikaz I=diag(w) nam vytvoii jednotkovou matici fddu n, jestlize w je vektorem
jednicek prislusného radu.
Priklad 33: Vytvoiime jednotkovou matici fadu 4

>w=c(1,1,1,1)

>w
[11 1111
> I =diag(w)
>1

L1 02 13 LA
] 1 0 0 o0
2] 0 1 0 0
3] 0 0 1 0
4] o0 o0 o0 1

)

Je potieba na tomto misté podotknout, ze uvedené operace lze dale zefektivnit.
Pro ptiklady mensiho rozsahu jsou ale vyse zavedené zcela postacujici.

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

K vypoctu vlastnich ¢isel (uspordddnych dle absolutni hodnoty od nejvétsiho po
nejmensi) a vektort matice slouzi piikaz eigen(A), kde A je oznaceni ¢tvercové
matice.

Piiklad 34: Vypocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory matice z Piikladu 26:
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> A = rbind(c(1,2,3,4,5),c(5,6,7,8,9),c(9,8,7,6,5),c(4,1,2,5,6),
c(7,4,1,2,5))

> A
(1 (2] [3] [4] [5]

[1,] 1 2 3 4 5
(2,] 5 6 7 8 9
(3,] 9 8 7 6 5
[4,] 4 1 2 5 6
[5,] 7 4 1 2 5

> eigen(A)

values

[1] 2.311548e+01 -4.464461e+00 3.522235e+00 1.826744e+00
-7.213179e-16

vectors
1] (2] [ 3] 4] [, 5]
[1,] —0.2557492 —0.4646280 —0.05281898 —0.04652443 —0.1703886
[2,] —0.6122836 —0.4318125 0.23373735 0.14792358 0.4543695
3, ] 0.6355867 0.5466666 0.76920980 0.53264444 —0.6247580
[4,]
[5,]

—0.2590424 —0.1968263 —0.58066630 —0.79396519 0.5679618
—0.2977040  0.5099743 —0.11713216  0.24872329 —0.2271847

)

)

Poznamka 22: Protoze program je v anglickém jazyku, musime uvést, ze values
oznacuje vlastni ¢isla matice A a vectors piislusné sloupcové vlastni vektory téze
matice.

Zadavani funkci

V nékterych piipadech jsme nuceni pracovat se slozitéjsimi funkcemi, které by pti
zadani az v piikazové fadce mohly znepiehlednit celkové feseni daného problému.
V takovychto pfipadech je vyhodné uzit moznosti tuto funkci si preddefinovat.
Prikladem takovéto funkce, zde reprezentujici ilr transformaci kompozi¢nich dat,
je

ilr = function(wl, w2,w3){

dat = cbind((1/sqrt(2)) * log(wl/w2), (2/sqrt(6)) * log(sqrt(wl x w2)/w3))
return(dat)

Nyni popiseme jednotlivé ¢asti takovéto funkce.
e ilr... nazev funkce
e wl, w2, w3... parametry funkce

e dat = cbind((1/sqrt(2)) * log(wl/w2), (2/sqrt(6))*
xlog(sqrt(wlxw2)/w3))... télo funce

e return(dat)... vridcend hodnota (v tomto piipadé matice)

Déle pro nas bude vyhodné nacitat data z jiz vytvorenych datovych souboru

s piiponou .txt do matice. Pro tuto operaci, konkrétné pro nacteni souboru do
matice o tfech sloupcich, slouzi ptrikaz
d=matrix(scan("ndzev-souboru.txt") ,ncol=3,byrow=T), kde parametr
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byrow=T (T - true) ndm umoznuje nacitat jednotlivd data po fddcich. Jestlize
chceme data naécist po sloupcich, uzijeme piikaz byrow=F (F - false).

Piiklad 35: Nacteme datovou matici z textového dokumentu a vypiSeme ji:

> d = matrix(scan(’databiofyzika.txt”),ncol = 3,byrow =T)
Read30items

2] 3]
] 1.051564 45.30266 53.645778
] 1.419082 56.40097 42.179952
] 2.028647 66.92659 31.044764
| 2.386431 70.84039 26.773181
| 2.925925 77.79628 19.277792
] 3.311921 80.12847 16.559606
] 3.742433 85.32624 10.931329
] 4.141881 87.45318  8.404935
] 4.510034 88.54524  6.944725
| 5.235592 93.04998  1.714426

Vyse popsané piikazy reprezentuji pouze ivod do préce se statistickym softwarem
R. Proto tento popis v komentafi ke zpracovanému realnému problému,
uvedenému v dalsi kapitole, jesté dale rozsitime.
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5 APLIKACE V BIOFYZICE

Pro demonstraci uvedené teorie jsem se rozhodla si zvolit piiklad

z realného prostiedi, konkrétné jsem analyzovala experimentalni biofyzikalni data
ziskand z Katedry experimentalni fyziky Univerzity Palackého v Olomouci.
Jednotlivd data ndm ddvaji informace o pfispévku ti{ ruznych komponent (slozek)
podilejici se na celkové fluorescenci. Tato data byla obdrzena ve formé poctu
molekul pfispivajicich k emisi zafeni na urcité vinové délce, kterd nebyla blize
specifikovana; pritom piispévek jednotlivych komponent se v zavislosti na vlnové
délce 1isi. Vzhledem k podstaté problému, pfevedenim téchto poctu na
procentualni vyjadieni piispévku jednotlivych komponent k fluorescenci,
neztratime zadnou informaci, v datech obsazenou. Data v této podobé jsou
uvedena jako prvky vypsané matice d v minulé kapitole. Ukolem bude zjistit, jak
se budou ménit poméry mezi jednotlivymi komponenty vyvijet v zavislosti na
jejich relativnich hodnotéch.

P1i dalsi préaci s témito daty jsem pouzila sofware R pro vy¢isleni jednotlivych
parametru ortogondlni regrese, vlatnich &isel datové matice popiipadé k uréeni
transformaci. Pro tiplnost zde uvedeme pouzité piikazy, které nasledné
okomentujeme:

d=matrix(scan("databiofyzika.txt") ,ncol=3,byrow=T)
library(compositions)
Id=diag(c(1,1))

ilr=function(wl,w2,w3){
dat=cbind ((1/sqrt (2))*log(wl/w2),(2/sqrt(6))*log(sqrt (wi*w2)/w3))
return(dat)

}

invilr=function(x,y){

y1=x/sqrt (2)+y/sqrt(6)

y2=-x/sqrt (2)+y/sqrt (6)

y3=-y*sqrt (2/3)
rat=apply(cbind(exp(yl),exp(y2),exp(y3)),1,sum)
dat=cbind(exp(yl) /rat, exp(y2)/rat, exp(y3)/rat)
return(dat)

}

di=ilr(d[,1],d[,2],d[,3])

postscript("figl.eps",paper="special",width=10,height=5,horizontal=FALSE)
plot(dl,type="n",x1im=c(-3,-1.5),ylim=c(-3,3))
text(dl,labels=1:nrow(d))
X=cbind(rep(1,10),d1[,1])

A=cbind(X,d1[,21)

lambda=eigen (t (A) %*%A) $values [3]

b = solve(t(X)% * %X — lambda * Id)% * %t(X)% * %d1[, 2]
abline(b[1],b[2],c0l=3)

Rc=cbind (1:20000,1:20000)

for(i in 1:20000){

Rc[i,1]1=-10+i/1000
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Rc[i,2]=b[1]1+b[2]*(-10+i/1000)
}

Rcl=invilr (Rc[,1],Rc[,2])
title("biofyzika")

dev.off ()

postscript("fig2.eps",paper="special",width=10,height=5,
horizontal=FALSE)

plot.acomp(d[1,],pch="1")

for (i in 2:9){

plot.acomp(d[i,],pch=48+i,add=T)

}
plot.acomp(d[10,]+c(d[10,1]1+3,d[10,2]1-3,d[10,3]) ,pch=49,add=T)
plot.acomp(d[10,]+c(d[10,1]-3,d[10,2]1+3,d[10,3]) ,pch=48,add=T)

plot.acomp(Rcl,pch=’.",col="red’ ,add=TRUE)
title("biofyzika")
dev.off ()

Nyni uzité prikazy popiseme.

e d=matrix(scan("databiofyzika.txt"),ncol=3,byrow=T)...nacteni
datové matice ze souboru databiofyzika.txt,

e library(compositions)...naéteni piislusného baliku z knihovny softwaru,

e Id=diag(c(1,1))...vytvoreni jednotkové matice fadu 2,

ilr=function(wl,w2,w3){
dat=cbind ((1/sqrt(2))*log(wl/w2),(2/sqrt(6))*log(sqrt(wi*w2)/w3))
return(dat)} ...zadan{ funkce pro ilr transformaci,

e invilr=function(x,y){
y1=x/sqrt (2)+y/sqrt(6)
y2=-x/sqrt(2)+y/sqrt (6)
y3=-y*sqrt (2/3)
rat=apply(cbind(exp(yl) ,exp(y2),exp(y3)),1,sum)
dat=cbind(exp(yl)/rat, exp(y2)/rat, exp(y3)/rat)
return(dat)} ...zadédni funkce pro inverznf ilr transformaci,

postscript("figl.eps",paper="special",width=10,height=5,horizontal=FALSE)
...format a parametry obrazku,
e plot(dl)...zobrazeni soufadnic v roviné

e type="n"...body grafu nebudou popsany,
e xlim=c(-3,-1.5),ylim=c(-3,3))...ohranic¢eni rozsahu grafu,

e (rep(1,10),d1[,1])...matice, kde prvni sloupec je ziskdn pomoci piikazu
rep. Prvni parametr oznacuje, jaké ¢islo se ma opakovat, a druhé oznacuje,
kolikrat se ma toto opakovani provést,
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d1[,2]

lambda=eigen (t (A)%*%A)$values [3]...uréeni nejmensiho vlastniho ¢isla
matice A’A tadu 3,

b = solve(t(X)% * %X — lambda x Id)% * %t (X)% * %d1[, 2]...vypocet
odhadu parametru piimky pomoci ortogondlni regrese,

abline(b[1],b[2],c0l=3)...do jiz existujiciho grafu bude zakreslena
pifmka s absolutnim ¢lenem a parametrem u linearniho ¢lenu, jejichz
odhady jsme urcili ortogonalni regresi

Rc=cbind (1:20000,1:20000)

for(i in 1:20000){

Rc[i,1]1=-10+i/1000

Rc[i,2]=b[1]+b[2]*(-10+1/1000)

} ...zapis hodnot x-ovych a y-ovych souradnic piimky do matice, abychom
ji po inverzni ilr transformaci mohli vykreslit na simplexu

Rcil=invilr(Rc[,1],Rc[,2]) ...vytvori body na simplexu
title("biofyzika")...ndzev grafu

dev.off ()...uzavieni obrazku

plot.acomp...zobrazi ternarni diagram

pch=48...oznaci jednotlivé body od 1 do 10
add=T...ptidani dalsich ddaju do jiz existujictho grafu

plot.acomp(Rcl,pch=".",col="red’,add=TRUE)...zobrazen{ matice,
transformovanych bodu piimky, ziskané metodou totalnich ¢tvercu
v terndrnim diagramu,

Nésledné uvedeme grafy pro ortogondlni regresi u transformovanych kompozic,

biofyzika

-3.0

di[,1]
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a ternarni diagram, zobrazujici transformované vysledky na simplexu.

biofyzika

Jiz pii pohledu na ternarni diagram je zfejmé, ze podil prvni slozky na celkové
fluorescenci je viceméné stabilni, zatimco podily ostatnich dvou se budou mezi
sebou ménit. Odhadnutd ptimka potom vyjadiuje, jak bude vyvoj zavislosti
probihat. Muzeme pomoci ni nasledné naptiklad zjistit, jaké hodnoty ostatnich
slozek muzeme ocekavat pii dané hodnoté jedné z nich. To muzeme nésledné
vyuzit jako podklad pro dalsi analyzu.
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ZAVER

Hlavnim pFedmétem mé soutézni prace SOC byla problematika regresni analyzy
pro kompoziéni data. Podafilo se mi pfitom rozvinout postup, ktery jesté pro
feseni této ulohy nebyl aplikovan a zd4a se byt, pfi porovnani s jinymi obdobnymi
procedurami, efektivni a pfitom relativné jednoduchy pro pouziti. Navic, jako

pfi tvorbé praci minulych, i nyni jsem se snazila propojit matematickou teorii

s jejim praktickym vyuzitim a vysledkem je piiklad z oblasti biofyziky. Rada bych
se k jednotlivym kapitolam prace vratila jesté trochu podrobnéji.

Prvni kapitola se zabyvala maticemi a determinanty. Pfedevsim se zde nachézeji
definice a vlastni ndzorné piiklady, které 1épe vysvétluji nékteré pro nékoho na
prvni pohled nejasné problémy. Se zkuSenostmi z minulych let mi jiz jeji
zpracovani nedélalo vétsi problémy a naopak jsem pfisla na mnohé dalsi
souvislosti.

Nisledujici kapitola méla za tikol seznamit s kompozi¢nimi daty. Uvadim zde, jak

s témito daty pracovat popripadé, jak tuto praci co nejvice zjednodusit. Narozdil

od kapitoly predchozi byla pro mé tato problematika zcela nova a jeji nastudovani
a pochopeni si vyzddalo nemalé usili.

Tteti kapitola se zabyva ortogonalni regresi. Tuto statistickou metodu jsem
vybrala z toho duvodu, Ze je vyhodnd pro situace, kdy vysledkem méfeni mohou
byt rovinnd data s moznosti chyby v obou slozkéach. Byla to pro mé po metodé
nejmensich ¢tvercu jiz druha zkusenost s regresni analyzou.

Ve ¢tvrté kapitole jsem pracovala s matematickym softwarem R, ktery mi velmi
ulehéil préci (uréil za mne vlastni ¢islo datové matice, odhady nezndmych
parametru a nasledné jsem s jeho pomoci byla schopnd vytvorit grafické zobrazeni
vysledku regresni analyzy). S timto softwarem jsem pracovala jiz diive, a proto
bylo pro mne vyhodné vyuzit tyto praktické zkusenosti. Tento software je volné

dostupny a je hojné vyuzivan vsude ve svéteé.

V posledni kapitole nazvané Aplikace v biofyzice jsem pouzila postupy popsané

v pfedchozich kapitolach. Tato kapitola je praktickou ¢dsti a zaroven i urcitym
vrcholem této price. Samotné uziti teorie jsem pritom zaméfila na oblast, ktera je
pro mne osobné zajimavé. Vzhledem k mému rozhodnuti tento obor studovat na
vysoké §kole bych chtéla i v budoucnu tuto problematiku dale rozvijet.
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ABSTRAKT

Kompoziéni data jsou mnohorozmérné data, kde jedina relativni informace je
obsazena pouze v podilech mezi jejich slozkami. Jejich ptikladem jsou procentudlni
podily na urc¢itém celku. Pii statistické analyze téchto dat je vétsinou potieba
provést specialni transformaci, aby bylo nasledné mozné aplikovat standartni
metody pro jejich zpracovani. Predpokladand soutézni prace se zabyva moznosti
regresni analyzy trojslozkovych kompozi¢énich dat aplikaci metody totalnich
¢tvercu (ortogondlni regrese); této metody doposud pro feseni daného problému
nebylo pouzito. Potfebné vypocty byly provedeny s vyuzitim statistického
softwaru R. Teorie je doplnéna praktickym ptikladem z oblasti biofyziky.
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